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dt
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ẋ = f(x)� 1
Y µ(x, y) · y

ẏ = µ(x, y) · y � ⌫(y) · y

ẋ = f(x)� 1
Y µ(x, y) · y

ẏ = µ(x, y) · y � ⌫(y) · y

Modèle canonique

On va comparer l’évolution de la formes des divers taux de croissance pour en arriver au modèle 
“Ratio-dépendant”.
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1. f(x) = r

2. µ(x, y) = µ · x

3. ⌫(y) = m

1. f(x) = r

2. µ(x, y) = µ · x

e+x

si x > ↵ 0 sinon

3. ⌫(y) = m

1. f(x) = r · x� ↵ · x

2

2. µ(x, y) = µ · x

e+x

3. ⌫(y) = m
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• f(x) = r · x(1� x

K

)

• µ(x, y) =
µ · x
e + x

• ⌫(y) = m

x 7! µ(x) nulle en 0, croissante bornée (concave )

x 7! f(x)nulle en 0, croissante puis décroissante

nulle en x = K

Pas obligatoire mais...
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1. Le problème Atto - Fox
2. Paradoxe de l’enrichissement
3. Réponse d’une chaine trophique
4. Paradoxe du plankton (Exclusion competitive)
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Paradoxe de l’enrichissement
Rosenzweig Science 1971
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Réponse d’une chaine trophique

(1) ẋ = U � µ1(x) · y1

(2) ẏ1 = µ1(x) · y1 � µ2(y1) · y2

(3) ẏ2 = µ2(y1) · y2 � µ3(y2) · y3

(4) ẏ3 = µ3(y2) · y3 �m · y3

(1) 0 = U � µ1(x) · y1

(2) 0 = µ1(x) · y1 � µ2(y1) · y2

(3) 0 = µ2(y1) · y2 � µ3(y2) · y3

(4) 0 = µ3(y2) · y3 �m · y3
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Avec seulement 3

(1) 0 = U � µ1(x) · y1

(2) 0 = µ1(x) · y1 � µ2(y1) · y2

(3) 0 = µ2(y1) · y2 �m · y2

(3) =) µ2(y1) = m =) y1 = µ�1
2 (m)

(1 + 2 + 3) =) U �m · y2 = 0 =) y2 = U/m

(1) =) U � µ1(x) · y1 = 0 =) x = µ

�1
1 (U/y1)

Top down
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Y µ(x, y) · y

ẏ = µ(x, y) · y � ⌫(y) · y

ẋ = f(x)�
Pn

i=1 µi(xi)
ẏi = ("iµi(x)�mi) · yi i = 1...n

("iµi(x)�mi) · yi = 0
µi(x) = mi

8j 6= i : yj = 0

Généralisation :
si p ressources alors p espèces
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Modèle Ratio-dépendant

Le modèle ratio dépendant proposé en 1989 est une 
(assez) bonne réponse à toutes  à toutes ces questions. Il 

consiste simplement à remplacer Mu(x) par Mu(x/y) ce qui 
a l’avantage de ne pas rajouter de paramètres au modèle.

Un longue polémique à propos de ce modèle s’est 
développée, elle n’est pas terminée mais un large 

consensus s’est quand même dégagé pour le considérer 
comme pertinent.
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1
Y µ(x, y) =

1. Fonction de la ”quantité des ressource” uniquement :

x 7! µ(x)

2. Fonction de la ”quantité de ressource par consommateur”:

x 7! µ(x/y)

Quantité de ressource prélevée par

⇢
par consommateur

unite

0
de temps

(R-MA)

(A-G)
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Modèle Ratio-dépendant (Parenthèse)

Monod (Ratio-dep) = Contois

µ · (x/y)
e + (x/y)

=
µ · x

e · y + x
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Isocline de x

r · x · (1� x)� x

e · y + x

y = 0

• Y = 0

• f(x) = r · x · (1� x)

• µ(U) =
µ · U
e + U

1
Qu’est-ce-que ça 

change ?
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• x = 0

• ou

• y =

r · x · (1� x)

(µ� r · e) + r · e · x

1
Qu’est-ce-que ça 

change ?

µ
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Compliq
ué

Qu’est-ce-que ça 
change ?
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= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant

⇢
ẋ = f(x)� 1

Y µ(x/y) · y

ẏ = µ(x/y) · y �m · y

Isocline de x

r · x · (1� x)� x

e · y + x

y = 0

• Y = 0

• f(x) = r · x · (1� x)

• µ(U) =
µ · U
e + U

• x = 0

• ou

• y =

r · x · (1� x)

(µ� r · e) + r · e · x

Isocline de  y x

y

=
m · e

µ�m

() y =
µ�m

m · e

· x

C’est une droite qui passe par l’origine

1

Compliq
ué

Qu’est-ce-que ça 
change ?



• x = 0

• ou

• y =

r · x · (1� x)

(µ� r · e) + r · e · x

dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant

⇢
ẋ = f(x)� 1

Y µ(x/y) · y

ẏ = µ(x/y) · y �m · y

Bleu : isocline de x
Rouge : isocline de y

• Y = 0

• f(x) = r · x · (1� x)

• µ(U) =
µ · U
e + U

1

• r = 2

• µ = 1

• e = 0.3

• m = 0.6

Qu’est-ce-que ça 
change ?



• x = 0

• ou

• y =

r · x · (1� x)

(µ� r · e) + r · e · x

dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant

⇢
ẋ = f(x)� 1

Y µ(x/y) · y

ẏ = µ(x/y) · y �m · y

• Y = 0

• f(x) = r · x · (1� x)

• µ(U) =
µ · U
e + U

1

• r = 2

• µ = 1

• e = 0.49

• m = 0.6

• r = 2

• µ = 1

• e = 0.3

• m = 0.6

Qu’est-ce-que ça 
change ?

Bleu : isocline de x
Rouge : isocline de y



• x = 0

• ou

• y =

r · x · (1� x)

(µ� r · e) + r · e · x

dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant

⇢
ẋ = f(x)� 1

Y µ(x/y) · y

ẏ = µ(x/y) · y �m · y

• Y = 0

• f(x) = r · x · (1� x)

• µ(U) =
µ · U
e + U

1

• r = 2

• µ = 1

• e = 0.51

• m = 0.6

• r = 2

• µ = 1

• e = 0.49

• m = 0.6

• r = 2

• µ = 1

• e = 0.3

• m = 0.6

Qu’est-ce-que ça 
change ?

Bleu : isocline de x
Rouge : isocline de y



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant
Qu’est-ce-que ça 

change ?

ẋ = f(x)� µ(x) · y

ẏ = (µ(x)�m) · y

ẋ = f(x)� µ(x/y) · y

ẏ = (µ(x/y)�m) · y

g(x, y) = µ(x/y)

h(x, y) = g(x, y) y

avec µ nulle en 0 (µ

0
> 0) croissante bornée concave (µ

00
< 0)

• g

0
x

(x, y) = µ

0(x/y) 1
y

> 0

• g

0
y

(x, y) = µ

0(x/y) · (� x

y

2 ) < 0

• h

0
x

(x, y) = g

0
x

(x, y)y > 0

• h

0
y

(x, y) = µ(x/y)� x

y

µ

0(x/y)

• g

0
x

(x, y) = µ

0(x/y) 1
y

> 0

• g

0
y

(x, y) = µ

0(x/y) · (� x

y

2 ) < 0

• h

0
x

(x, y) = g

0
x

(x, y)y > 0

• h

0
y

(x, y) = µ(x/y)� x

y

µ

0(x/y) Signe ?



• g

0
x

(x, y) = µ

0(x/y) 1
y

> 0

• g

0
y

(x, y) = µ

0(x/y) · (� x

y

2 ) < 0

• h

0
x

(x, y) = g

0
x

(x, y)y > 0

• h

0
y

(x, y) = µ(x/y)� x

y

µ

0(x/y)

g(x, y) = µ(x/y)

h(x, y) = g(x, y) y

avec µ nulle en 0 (µ

0
> 0) croissante bornée concave (µ

00
< 0)

dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant
Qu’est-ce-que ça 

change ?

• g

0
x

(x, y) = µ

0(x/y) 1
y

> 0

• g

0
y

(x, y) = µ

0(x/y) · (� x

y

2 ) < 0

• h

0
x

(x, y) = g

0
x

(x, y)y > 0

• h

0
y

(x, y) = µ(x/y)� x

y

µ

0(x/y)

Signe ?

1. u =

x

y

2 [0;1)

2. u 7! '(u) = µ(u)� uµ

0
(u)

3. '(0) = 0

4. '

0
(u) = µ

0
(u)� µ

0
(u)� uµ

00
(u) > 0

5. Donc '(u) > 0 C.Q.F.D.



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant
Qu’est-ce-que ça 

change ?

ẋ = f(x)� µ(x) · y

ẏ = (µ(x)�m) · y

ẋ = f(x)� µ(x/y) · y

ẏ = (µ(x/y)�m) · y

g(x, y) = µ(x/y)

h(x, y) = g(x, y) y

avec µ nulle en 0 (µ

0
> 0) croissante bornée concave (µ

00
< 0)

• g

0
x

(x, y) = µ

0(x/y) 1
y

> 0

• g

0
y

(x, y) = µ

0(x/y) · (� x

y

2 ) < 0

• h

0
x

(x, y) = g

0
x

(x, y)y > 0

• h

0
y

(x, y) = µ(x/y)� x

y

µ

0(x/y)

• g

0
x

(x, y) = µ

0(x/y) 1
y

> 0

• g

0
y

(x, y) = µ

0(x/y) · (� x

y

2 ) < 0

• h

0
x

(x, y) = g

0
x

(x, y)y > 0

• h

0
y

(x, y) = µ(x/y)� x

y

µ

0(x/y) >0



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant
Qu’est-ce-que ça 

change ?
g(x, y) = µ(x/y)

h(x, y) = g(x, y) y

avec µ nulle en 0 (µ

0
> 0) croissante bornée concave (µ

00
< 0)

• g

0
x

(x, y) = µ

0(x/y) 1
y

> 0

• g

0
y

(x, y) = µ

0(x/y) · (� x

y

2 ) < 0

• h

0
x

(x, y) = g

0
x

(x, y)y > 0

• h

0
y

(x, y) = µ(x/y)� x

y

µ

0(x/y)
• g

0
x
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0
y
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y

2 ) < 0
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0
x

(x, y) = g

0
x

(x, y)y > 0

• h

0
y

(x, y) = µ(x/y)� x

y

µ

0(x/y)

ẋ = f(x)� µ(x/y) · y

ẏ = (µ(x/y)�m) · y

()
ẋ = f(x)� h(x, y)
ẏ = h(x, y)�m · y
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dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant
Qu’est-ce-que ça 

change ?
g(x, y) = µ(x/y)

h(x, y) = g(x, y) y

avec µ nulle en 0 (µ

0
> 0) croissante bornée concave (µ

00
< 0)

• g

0
x

(x, y) = µ

0(x/y) 1
y

> 0

• g

0
y

(x, y) = µ

0(x/y) · (� x

y

2 ) < 0

• h

0
x

(x, y) = g

0
x

(x, y)y > 0

• h

0
y

(x, y) = µ(x/y)� x

y

µ

0(x/y)
• g

0
x

(x, y) = µ

0(x/y) 1
y

> 0

• g

0
y

(x, y) = µ

0(x/y) · (� x

y

2 ) < 0

• h

0
x

(x, y) = g

0
x

(x, y)y > 0

• h

0
y

(x, y) = µ(x/y)� x

y

µ

0(x/y) >0

�

2 � (f 0 � h

0
x

� (x/y)µ0)� + [(f 0 � h

0
x

)(�(x/y)µ0) + h

0
x

h

0
y

] = 0

�(x, y) = 0 =) �0
x

dx + �0
y

dy = 0

f(x)� h(x, y) = 0 =) (f 0 � h

0
x

)dx� h

0
y

dy = 0 =) dy

dx

=
(f 0 � h

0
x

)
h

0
y

dy

Pente négative =) (f 0 � h0
x

) < 0

Isocline des x



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant
Qu’est-ce-que ça 

change ?
g(x, y) = µ(x/y)

h(x, y) = g(x, y) y

avec µ nulle en 0 (µ

0
> 0) croissante bornée concave (µ

00
< 0)

• g

0
x

(x, y) = µ

0(x/y) 1
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> 0
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0
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• g
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>0 >0

Donc l’équilibre est stable en tous lespoints où l’isocline des 
x est de pente négative



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant
Qu’est-ce-que ça 

change ?

• g

0
x
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0
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0(x/y)

Donc l’équilibre est stable en tous lespoints où l’isocline des 
x est de pente négative

m = 0.9



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant
Qu’est-ce-que ça 

change ?
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Donc l’équilibre est stable en tous lespoints où l’isocline des 
x est de pente négative

m = 0.7



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant
Qu’est-ce-que ça 

change ?
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Donc l’équilibre est stable en tous lespoints où l’isocline des 
x est de pente négative

m = 0.6

Pente positive mais
stable quand même



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant
Qu’est-ce-que ça 

change ?

• g
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Donc l’équilibre est stable en tous lespoints où l’isocline des 
x est de pente négative

m = 0.5

Instable

Et une partie de la portion de pente positive

?



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant

ẋ = f(x)� µ(x) · y

ẏ = (µ(x)�m) · y

ẋ = f(x)� µ(x/y) · y

ẏ = (µ(x/y)�m) · y

Modèle non défini en (0,0)

µ(0/0) pas défini



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant

ẋ = f(x)� µ(x) · y

ẏ = (µ(x)�m) · y

ẋ = f(x)� µ(x/y) · y

ẏ = (µ(x/y)�m) · y

Modèle non défini en (0,0)

µ(0/0) pas défini



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant
Qu’est-ce-que ça 

change ?

• g

0
x

(x, y) = µ

0(x/y) 1
y

> 0

• g

0
y

(x, y) = µ

0(x/y) · (� x

y

2 ) < 0

• h

0
x

(x, y) = g

0
x

(x, y)y > 0

• h

0
y

(x, y) = µ(x/y)� x

y

µ

0(x/y)

Que se passe-t-il à l’origine ?

Etude mathématique complexe



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant
Qu’est-ce-que ça 

change ?

• g

0
x

(x, y) = µ

0(x/y) 1
y

> 0

• g

0
y

(x, y) = µ

0(x/y) · (� x

y

2 ) < 0

• h

0
x

(x, y) = g

0
x

(x, y)y > 0

• h

0
y

(x, y) = µ(x/y)� x

y

µ

0(x/y)

Que se passe-t-il à l’origine ?



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant
Qu’est-ce-que ça 

change ?

• g

0
x

(x, y) = µ

0(x/y) 1
y

> 0

• g

0
y

(x, y) = µ

0(x/y) · (� x

y

2 ) < 0

• h

0
x

(x, y) = g

0
x

(x, y)y > 0

• h

0
y

(x, y) = µ(x/y)� x

y

µ

0(x/y)

Que se passe-t-il à l’origine ?

Etude mathématique complexe



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant
Qu’est-ce-que ça 

change ?

• g

0
x

(x, y) = µ

0(x/y) 1
y

> 0

• g

0
y

(x, y) = µ

0(x/y) · (� x

y

2 ) < 0

• h

0
x

(x, y) = g

0
x

(x, y)y > 0

• h

0
y

(x, y) = µ(x/y)� x

y

µ

0(x/y)

Que se passe-t-il à l’origine ?

Etude mathématique complexe



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant
Qu’est-ce-que ça 

change ?

• g

0
x

(x, y) = µ

0(x/y) 1
y

> 0

• g

0
y

(x, y) = µ

0(x/y) · (� x

y

2 ) < 0

• h

0
x

(x, y) = g

0
x

(x, y)y > 0

• h

0
y

(x, y) = µ(x/y)� x

y

µ

0(x/y)

Que se passe-t-il à l’origine ?



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant
Qu’est-ce-que ça 

change ?

• g

0
x

(x, y) = µ

0(x/y) 1
y

> 0

• g

0
y

(x, y) = µ

0(x/y) · (� x

y

2 ) < 0

• h

0
x

(x, y) = g

0
x

(x, y)y > 0

• h

0
y

(x, y) = µ(x/y)� x

y

µ

0(x/y)

Que se passe-t-il à l’origine ?

Atto-fox



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant régulier en (0,0)

ẋ = f(x)� g(x, y) · y

ẏ = (g(x, y)�m) · y

Hypothèses sur g(x, y)

1. g(0, y) = 0

2. Croissante en x (g0
x

> 0)

3. Décroissante en y (g0
y

< 0)

4. y 7! g(x, y) · y est croissante

Satisfait par :
g(x, y) = µ(x/(↵ + y))

avec µ nulle en 0, croissante concave, ↵ > 0



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant régulier en (0,0)

ẋ = f(x)� g(x, y) · y

ẏ = (g(x, y)�m) · y

Hypothèses sur g(x, y)

1. g(0, y) = 0

2. Croissante en x (g0
x

> 0)

3. Décroissante en y (g0
y

< 0)

4. y 7! g(x, y) · y est croissante

1 + 2 + 3 =)

1 + 2 + 3 + 4 =)

Localement stable



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant régulier en (0,0)

ẋ = f(x)� g(x, y) · y

ẏ = (g(x, y)�m) · y

Hypothèses sur g(x, y)

1. g(0, y) = 0

2. Croissante en x (g0
x

> 0)

3. Décroissante en y (g0
y

< 0)

4. y 7! g(x, y) · y est croissante

1 + 2 + 3 =)

1 + 2 + 3 + 4 =)

(0,0) est un col 

Pas d’extinction



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)
Modèle Ratio-dépendant régulier en (0,0) 

(simulations du)

⇢
ẋ = f(x)� 1

Y µ(x/y) · y

ẏ = µ(x/y) · y �m · y

• Y = 0

• f(x) = r · x · (1� x)

• µ(U) =
µ · U
e + U

1

x/y  x/(↵ + y) avec ↵ petit.



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)
Modèle Ratio-dépendant régulier en (0,0) 

(simulations du)

• r = 2

• µ = 1

• e = 0.3

• m = 0.6

• ↵ = 0.1



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)
Modèle Ratio-dépendant régulier en (0,0) 

(simulations du)

• r = 2

• µ = 1

• e = 0.3

• m = 0.6

• ↵ = 0



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)
Modèle Ratio-dépendant régulier en (0,0) 

(simulations du)



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)
Modèle Ratio-dépendant régulier en (0,0) 

(simulations du)

• r = 2

• µ = 1

• e = 0.3

• m = 0.6

• ↵ = 0.01



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)
Modèle Ratio-dépendant régulier en (0,0) 

(simulations du)

• r = 2

• µ = 1

• e = 0.3

• m = 0.6

• ↵ = 0



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)
Modèle Ratio-dépendant régulier en (0,0) 

(simulations du)



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)
Modèle Ratio-dépendant régulier en (0,0) 

(simulations du)

• r = 2

• µ = 1

• e = 0.3

• m = 0.4

• ↵ = 0.1



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)
Modèle Ratio-dépendant
 (“Pur”  ou “régulier”)

Régulier plus simple

Le régulier ne présente pas d’extinction des proies...

... Mais l’extinction des proies 
est présente sous la forme d’atto-fox

A-G 1989 <<Thus the ratio-dependent model can 
describe the extinction of the system by 
complete prey exhaustion ; the prey-
dependent model is unable to generate 
this outcome.>>



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Modèle Ratio-dépendant

Paradoxe de l’enrichissement



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

ẋ = U � µ1(x/y1)y1

ẏ1 = µ1(x/y1)y1 � µ2(y1/y2)y2

ẏ2 = µ2(y1/y2)y2 � µ3(y2/y3)y3

ẏ3 = µ3(y2/y3)y3 �m · y3

Réponse d’une chaine trophique ?



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

(1) 0 = U � µ1(x/y1)y1

(2) 0 = µ1(x/y1)y1 � µ2(y1/y2)y2

(3) 0 = µ2(y1/y2)y2 � µ3(y2/y3)y3

(4) 0 = µ3(y2/y3)y3 �m · y3

(1 + 2 + 3 + 4) =) U �m · y3 = 0 =) y3 = U/m

(4) =) µ3(y2/y3) = m =) y2 = y3µ
�1
3 (m) = Uµ�1

3 (m)/m

(3) =) µ2(y1/y2)µ�1
3 (m) = m =) y1 = y2µ

�1
2

✓
m

µ�1
3 (m)

◆
= U · c(3) =) µ2(y1/y2)µ�1

3 (m) = m =) y1 = y2µ
�1
2

✓
m

µ�1
3 (m)

◆
= U · c

(3) =) µ2(y1/y2)µ�1
3 (m) = m =) y1 = y2µ

�1
2

✓
m

µ�1
3 (m)

◆
= U · c

etc.... Toutes les populations répondent 
en croissant linéairement 



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

dx(t)
dt

= f(x(t)� 1
Y µ(x(t), y(t)) · y(t)

dy(t)
dt

= µ(x(t), y(t)) · y(t)� ⌫(y(t) · y(t)

Cascades de chemostats

(3) =) µ2(y1/y2)µ�1
3 (m) = m =) y1 = y2µ

�1
2

✓
m

µ�1
3 (m)

◆
= U · c(3) =) µ2(y1/y2)µ�1

3 (m) = m =) y1 = y2µ
�1
2

✓
m

µ�1
3 (m)

◆
= U · c

Sin
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ẋ = (µ(s)� d) · x
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ṡ = d · (Sin � s)� ⌫(s/x)x
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