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Il y a longtemps que l’on utilise les équations di↵érentielles

pour essayer de comprendre comment croissent les populations.

Les équations di↵érentielles ont été inventées pour rendre compte du mouve-

ment des planètes et des pendules. Il ne va pas de soi de les utiliser pour rendre

compte de la croissances des populations. C’est ce que nous allons voir dans ce

premier cours.

Nous ne commencerons pas par un cours de mathématiques expliquant ce que

sont les équations di↵érentielles mais, plutôt, introduirons chaque fois que nécessaire

des éléments mathématiques.



Qu’est ce qu’une équation différentielle ?

Ces deux systèmes d’équation di↵érentielles : les équations du pendule et

les équations de “Lotka - Volterra” sont utilisées dans des champs scientifiques

très di↵érents. Elles n’ont pas le même statut dans les deux cas.



Est l’expression sous une forme mathématique d’une 
loi fondamentale de la physique



Est une approximation sous la forme d’une
“équation différentielle”

de “bilans de masse’’
Les simulations numériques ont plus de sens physique

que les équations différentielles



Qu’est ce qu’une équation différentielle ?

Dans une équation du second degré il y a une sorte de devinette : trouver

les x tels que :
ax

2 + bx + c = 0

On présente classiquement les équations di↵érentielles de la même manière :
trouver une fonction dérivable, t 7! x(t) telle que :

x

0(t) = 2x2(t) et x(0) = 1

devinette dont la solution est :

x(t) =
1

1� 2t

La présentation que nous faisons ici est très di↵érente mais tout aussi légitime.



Qu’est ce qu’une équation différentielle ?

x(t + dt) = x(t) + dt ⇤ f(x(t))

dt est “petit”
Exemple :

x(t) = “nombre d’individus à l’instant t”

Unité = 106 individusUnité = 106 individus

x(t + dt) = x(t) + dt ⇤ r ⇤ x(t)

f(x) = r ⇤ x



Qu’est ce qu’une équation différentielle ?

x(t + dt) = x(t) + dt ⇤ f(x(t))

dt est “petit”
Exemple :

x(t) = “nombre d’individus à l’instant t”

Unité = 106 individusUnité = 106 individus

x(t + dt) = x(t) + dt ⇤ r ⇤ x(t)

Doublement/20 mn = 1000 sec

x(t + dt) = x(t) + 10�3
x(t)

Mais pas trop



est un “algorithme”

x(0) donné

x(dt) � (x(0) + dt ⇤ ⇢ ⇤ x(0))

x(2 ⇤ dt) � (x(dt) + dt ⇤ ⇢ ⇤ x(dt))

.................................

x((k + 1) ⇤ dt) � (x(k ⇤ dt) + dt ⇤ ⇢ ⇤ x(k ⇤ dt))

x(t + dt) = x(t) + dt ⇤ r ⇤ x(t)

r

r
r

Qu’est ce qu’une équation différentielle ?



x(t + dt) = x(t) + dt ⇤ f(x(t))

1. x � x0;

2. t � 0;

3. repeat

4. t � t + dt;

5. x � x + dt ⇤ f(x);

6. Until t > 10 ;

Qu’est ce qu’une équation différentielle ?

Puisque l’on a a↵aire à un algorithme de production d’une succession de

nombres on demande à notre ordinateur favori de bien vouloir faire ces multi-

plications successives.



t

x

dt = 1

dt = 0.5

dt = 0.25

dt = 0.125

x(t + dt) = x(t) + dt ⇤ 1 ⇤ x(t)

x0 = 0.1

Qu’est ce qu’une équation différentielle ?

On fait avec un pas de plus en plus petit.



t

x

dt = 0.1

Qu’est ce qu’une équation différentielle ?



t

x

dt = 0.01

Qu’est ce qu’une équation différentielle ?

On voit qu’il n’y a pratiquement plus de di↵érence : il y a un petit peu de
rouge en haut.



t

x

dt = 0.001

Qu’est ce qu’une équation différentielle ?

Il n’y a plus de di↵érence entre :

dt = 0.001; dt = 0.0005; dt = 0.00025; dt = 0.000125



x(t + dt) = x(t) + dt ⇤ f(x(t))

1. x � x0;

2. t � 0;

3. repeat

4. t � t + dt;

5. x � x + dt ⇤ f(x);

6. Until t > 10 ;

Lorsque dt est “su�samment petit”

le résultat du programme ne dépend plus de dt.

Qu’est ce qu’une équation différentielle ?



x(t + dt) = x(t) + dt ⇤ f(x(t))
x(t + dt)� x(t) = dt ⇤ f(x(t))

x(t + dt)� x(t)
dt

= f(x(t))

lim
dt!0

x(t + dt)� x(t)
dt

= f(x(t))

lim
dt!0

x(t + dt)� x(t)
dt

= f(x(t))

dx(t)
dt

= f(x(t))

Qu’est ce qu’une équation différentielle ?

Explication mathématique

Après “passage à la limite” dt a disparu et il ne reste plus que la devinette.



x(t + dt) = x(t) + dt ⇤ f(x(t))

lim
dt!0

x(t + dt)� x(t)
dt

= f(x(t))

lim
dt!0

x(t + dt)� x(t)
dt

= f(x(t))

dx(t)
dt

= f(x(t))

Possède du sens biologique

Si x(t) est grand (⇡ 106)

Est une approximation ;

n’a jamais de sens biologique

Qu’est ce qu’une équation différentielle ?
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Wikipedia signale le problème atto-fox .

Il n’y a pas de sens biologique à parler d’une fraction de renard. Si l’unité

est 10

3
le nombre réel 1.4355 pourra être interprété comme mille quatre cent

trente six ou mille quatre cent trente cinq individus, au choix. Ce qui ne pose

pas de problème. L’approximation est très bonne. En revanche le nombre réel

0.0005 (ou tout nombre plus petit) n’est plus interprétable correctement : est-ce

1 ou 0 individu ? C’est faire le choix entre l’extinction et la non extinction.

Il existe des modèles pour traiter un petit nombre d’individus. Ce sont des

modèles stochastiques variés mais ils sont plus compliqués à analyser

mathématiquement.

En pratique on retiendra que les modèles de type équations di↵érentielles

doivent être reconsidérés de façon critique lorsque x représente moins de 1000

individus.

Ce n’est pas parce qu’il risque de passer sous le seuil de 1 individu

que le modèle de Wikipedia est douteux, c’est dès la départ de ne

considérer que des petits nombre d’individus.

Maintenant nous essayons de représenter la croissance d’une population à

l’aide d’équations di↵érentielles.



Cet article contient une critique d’un article de J.D. Murray 





Infected foxes

 Mobility modelized by the diffusion 
operator



4,6/ km^2



4,6/ km^2



Maintenant que toutes ces précautions 
oratoires ont été faites on passe à l’écriture 

de modèles proprement dits.



Croissance d’une population

µ(s1, s2, ..., sp) = taux de “natalité”

x(t + dt) = x(t) + dt ⇤ [µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(w1, w2, ...wq) ⇤ x(t)]

dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

⌫(w1, w2, ..., wq) = taux de “mortalité”

Si les conditions environnementales sont constantes et les mêmes pour tous les
individus les taux µ et ⌫ sont constants le taux de croissance r = µ � ⌫ est
constant. On a une croissance exponentielle :

dx(t)
dt

= r ⇤ x(t)

x(t) = x0 ⇤ exp(r ⇤ t) = x0 ⇤ er⇤t



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

La présence de la population modifie les conditions environnementales

Il y a “rétro-action”de la population sur l’environnement.

Ce qui modifie les taux de natalité et de mortalité.

La présence de la population modifie les conditions environnementales

Il y a “rétro-action”de la population sur l’environnement.

Ce qui modifie les taux de natalité et de mortalité.

Exemple 1 : L’espace est le facteur limitant

Exemple 2 : Le substrat est le facteur limitant

Croissance d’une population



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

Exemple 1 : L’espace est le facteur limitant

S = s
o

(t) + s
l

(t)

s

o

(t) = a ⇤ x(t)

Croissance d’une population

s
o

(t) = surface occupée

s
l

(t) = surface libre



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

Exemple 1 : L’espace est le facteur limitant

S = s
o

(t) + s
l

(t)

s

o

(t) = a ⇤ x(t)

Logistique

dx(t)
dt

= ⇢ ⇤ x(t)(S � a ⇤ x(t))

dx(t)
dt

= ⇢ ⇤ x(t)sl(t)

x(t + dt) = x(t) + dt ⇤ ⇢ ⇤ x(t) ⇤ sl(t)

ds
o

(t)
dt

= ⇢ ⇤ s
o

(t)(S � s
o

(t))

Croissance d’une population

s
o

(t) = surface occupée

s
l

(t) = surface libre



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

Parenthèse mathématique : Le “Type logistique’’

Nous faisons quelques commentaires mathématiques sur l’équation di↵érentielle
logistique. En particulier nous essayons de nous habituer à remplacer (au moins
mentalement) la fonction :

x 7! a · x� b · x

2

par des expressions équivalentes et par des fonctions non explicités nulles en 0,
croissantes puis décroissantes puis nulles.

On explique comment résoudre la devinette : trouver t 7! x(t) telle que :

x

0(t) = a · x(t)� b · x

2(t)



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

Parenthèse mathématique : Le “Type logistique’’

dx(t)
dt

= f(x)
x

K

y = r ⇤ x

x

0
m

K

t

x

0
m



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

Parenthèse mathématique : La Logistique

x(0) = x0x

0(t) =
dx(t)

dt

= a ⇤ x(t)� b ⇤ x

2(t)

f(x) = a ⇤ x� b ⇤ x

2

x

y = a ⇤ x

K =
b

a



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

Parenthèse mathématique : La Logistique

x(0) = x0

u =
1
x

u

0 = � x

0

x

2

x

0(t) =
dx(t)

dt

= a ⇤ x(t)� b ⇤ x

2(t)

u

0(t) = �a ⇤ x(t)� b ⇤ x

2(t)
x(t)2

u

0(t) = b� a ⇤ x(t) u(0) =
1
x0

u(t) = b + (u(0)� b) ⇤ e�a⇤t

x(t) =
1

b + (u(0)� b) ⇤ e�a⇤t

x(t) =
x0

b ⇤ x0 + (1� b ⇤ x0) ⇤ e�a⇤t =
x0 ⇤ ea⇤t

1� b ⇤ x0 + b ⇤ x0ea⇤t



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= r ⇤ x(t)(1� x(t)
K

)

r = ⇢ ⇤ S

Taux de croissance intrinsèque

Capacité de charge

(Carrying capacity)Ici la surface totale de l’ile

Croissance d’une population

dx(t)
dt

= ⇢ ⇤ x(t)(S � a ⇤ x(t))

K = S/a



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

Exemple 2 : Le substrat est le facteur limitant

Croissance d’une population



3/37

Croissance dans une boîte de Pétri

x(t + dt) = x(t) + dt r [S(t)X(t)]

S(t + dt) = s(t) ! dt r [S(t)X(t)]

x' (t) = r S(t)x(t)

S' (t) = !r S(t)x(t)

x'

x
= r S

Micro

organisme

Inoculum Substrat



3/37

Croissance dans une boîte de Pétri

x(t + dt) = x(t) + dt r [S(t)X(t)]

S(t + dt) = s(t) ! dt r [S(t)X(t)]

x' (t) = r S(t)x(t)

S' (t) = !r S(t)x(t)

x'

x
= r S

Micro

organisme

Inoculum Substrat

x(t + dt) = x(t) + dt ⇤ ⇢ ⇤ x(t) ⇤ s(t)

s(t + dt) = s(t)� dt ⇤ ⇢ ⇤ x(t) ⇤ s(t)



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

Exemple 2 : Le substrat est le facteur limitant

x(t + dt) = x(t) + dt ⇤ ⇢ ⇤ x(t) ⇤ s(t)
s(t + dt) = s(t)� dt ⇤ ⇢ ⇤ x(t) ⇤ s(t)

dx(t)
dt

= ⇢ ⇤ x(t) ⇤ s(t)

ds(t)
dt

= �⇢ ⇤ x(t) ⇤ s(t)

Croissance d’une population



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

x(t) + s(t) = x(0) + s(0) = M

dx(t)
dt

= ⇢ ⇤ x(t) ⇤ s(t)

ds(t)
dt

= �⇢ ⇤ x(t) ⇤ s(t)

Croissance d’une population

=) d(x(t) + s(t))
dt

= 0

=) s(t) = M � x(t)

=) dx(t)
dt

= ⇢ ⇤ x(t)(M � x(t))



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= r ⇤ x(t) ⇤
✓

1� x(t)
K

◆

“Intrinsisic growth rate’’ Carrying capacity

Croissance d’une population

dx(t)
dt

= ⇢ ⇤ x(t) ⇤ (M � x(t))

r = ⇢ ⇤ M K = M



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Croissance d’une population

L’article de pearl, par l’ajustement remarquable qu’il décrivait de données

expérimentales à des logistiques a été à l’origine d’un grand engouement pour

cette dernière. Engouement qui a motivé la petite note de W. Feller qui suit.



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Croissance d’une population



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Croissance d’une population



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Croissance d’une population



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Croissance d’une population



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Croissance d’une population



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
Croissance d’une population



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)
dx(t)

dt

= r ⇤ x(t)
Autre modèle même équation

Nous avons “justifié” l’équation di↵érentielle logistique par un mécanisme de

“rétro-action” de la population sur l’environnement. Pour que ces mots aient

un sens il faut la présence de deux entités bien distinctes : la population et

l’environnement. L’environnement pouvant être réduit à une entité très simple

comme l’espace (compétition pour l’espace) ou un substrat (compétition pour

un substrat en micro biologie). De ces deux entités a émergé une terminologie :

- Le taux de croissance “intrinsèque” (le coe�cient de x dans le modèle)

- La “capacité de charge” du milieu (le K du modèle écrit x

0
= rx(1 � x/K).

Nous allons montrer pourquoi cette terminologie est dangereuse et doit être

abandonnée.



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

Ressources non limitantes
Taux de croissance constant

dx(t)
dt

= r ⇤ x(t)

La rencontre de deux 
individus

est “musclée”

�l ⇤ e ⇤ x(t) ⇤ x(t)

coef. de létalité taux de rencontre

dx(t)
dt

= r ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= r ⇤ x(t)

�l ⇤ e ⇤ x(t) ⇤ x(t)

Autre modèle même équation



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= r ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= r ⇤ x(t)

�l ⇤ e ⇤ x(t) ⇤ x(t)

l ⇤ e = ↵

dx(t)
dt

= r ⇤ x(t)� ↵ ⇤ x

2(t)
Modèle (r � ↵)

“Intrinsisic growth rate’’ Compétition densité dépendante

Autre modèle même équation



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= r ⇤ x(t)

dx(t)
dt

= r ⇤ x(t)

�l ⇤ e ⇤ x(t) ⇤ x(t)

l ⇤ e = ↵
dx(t)

dt

= r ⇤ x(t)� ↵ ⇤ x

2(t) Modèle (r � ↵)

dx(t)
dt

= r ⇤ x(t) ⇤
✓

1� x(t)
K

◆

Modèle (r �K)

Mathématiquement ces deux modèles sont identiques mais pas du point de vue de la dynamique des 
populations. Le second est adapté à une ressource limitée, le premier à la compétition 
intraspécifique.

Autre modèle même équation



Le paradoxe des deux sites

dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

S1 S2
dx1(t)

dt

= ⇢ ⇤ x1(t) ⇤ (S1 � x(t))
dx2(t)

dt

= ⇢ ⇤ x2(t) ⇤ (S2 � x(t))



Paradoxe des deux sites

dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

S1 S2

dx1(t)
dt

= ⇢ ⇤ x1(t) ⇤ (S1 � x(t))

dx2(t)
dt

= ⇢ ⇤ x2(t) ⇤ (S2 � x(t))

Sans migration



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

S1 S2

dx1(t)
dt

= ⇢ ⇤ x1(t) ⇤ (S1 � x(t))

dx2(t)
dt

= ⇢ ⇤ x2(t) ⇤ (S2 � x(t))

+� ⇤ (x2 � x1)

+� ⇤ (x1 � x2)

Paradoxe des deux sites

Avec migration



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

S1 S2

Equilibre avec S1 6= S2

On a forcément :  x

⇤
1 6= x

⇤
2

0 = ⇢ ⇤ x

⇤
1 ⇤ (S1 � x

⇤
1) + � ⇤ (x⇤2 � x

⇤
1)

0 = ⇢ ⇤ x

⇤
2 ⇤ (S2 � x

⇤
2) + � ⇤ (x⇤1 � x

⇤
2)

Paradoxe des deux sites



dx(t)
dt

= µ(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)� ⌫(s1, s2, ...sp) ⇤ x(t)

S1 S2

S1 6= S2 x

⇤
1 6= x

⇤
2

+

0 = ⇢ ⇤ x

⇤
1 ⇤ (S1 � x

⇤
1) + � ⇤ (x⇤2 � x

⇤
1)

0 = ⇢ ⇤ x

⇤
2 ⇤ (S2 � x

⇤
2) + � ⇤ (x⇤1 � x

⇤
2)

0 = (S1 � x

⇤
1) +

�

⇢

(x⇤2 � x

⇤
1)

x1
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Paradoxe des deux sites

Lorsque la logistique prétend représenter une croissance limitée par une

ressource la “véritable” modèle n’est pas comme on l’écrit sans précaution :

x

0
= ⇢ · x · (S � x)

mais bien :

x

0
= ⇢ · x · (S � x) et 0 < x < S

et alors on ne peut plus exprimer le paradoxe des deux iles.

Mais, si la logistique prétend modéliser la présence d’une interférence entre les

individus alors il n’y a plus de paradoxe, comme le montre le prochain ”trans-

parent”, mais il n’est plus question de ”capacité de charge”.
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