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La digestion anaérobie (DA)

o La DA est un processus biologique utilisé dans le traitement des
eaux usées.

o La matiére organique est transformée par des microorganismes en
biogaz (méthane et dioxyde de carbone ...) en absence d'oxygene.

o Production de méthane (énergie renouvelable), les systémes aérobies
nécessitent de I'énergie.

o Avantages de la DA :
o Dégradation d’effluents complexes et concentrés
o Faible production de boues
o Faibles colfits



LES ETAPES DE LA DA

[ Matiére organique : XO]

1- Hydrolyse

B. hydrolytiques.

[ Substrat simple : § ]

2- Acidogéneése

B. acidogénes X5

AGV : V

B. acétogénes Xy

Acétate : A

4- Méthanogénése

B. & = B. & &
acétoclastes Xp ’[ CH, +CO, ](hydmgénmmphes Xy

Figure 1 — Le processus de la digestion anaérobie.



La DA est un processus complexe avec un grand nombre de
réactions biologique entre differents types de microorganismes.

Plusieurs modeles ont été proposés pour décrire ce processus
(ADM1, modeles a trois étapes, AM2...).

Le modele ADM1 (Anaerobic Digestion Model N 1) est le modele le
plus complet pour décrire la DA, avec 32 équations differentielles et
un grand nombre de parametres.

Des modeles plus simples (3 deux étapes, a trois étapes...) ont été
utilisés pour le controle des digesteurs anaérobie.



Modele a deux étapes

k1S1 25 X 4 kpSy, k3Sy 225 Xy 4 kyCHy

k; les coefficients stochiometriques associés aux bioréactions

Si = D(S{" = S1) — ki (S1) X1,

X1 = (p(5) —aD) Xy, (1)
Sy = D(S55" — 92) + kap1 (S1) X1 — kap2(S2) Xz,

X2 = (/,LQ(SQ) - CUD)XQ.

o Dans la premiere étape, le substrat S; est consommé par les
bactéries acidogénes X et produit un substrat Sy (AGV)

@ Dans la seconde étape, les bactéries methanogénes X5 consomme
S et produisent du méthane.



Analyse mathématique de modeles de DA

o HYDROLYSE
Macro-molécules Xo 2% koS,
o ACIDOGENESE
Monomeéres k1S1 25 Xy + koSs
o METHANOGENESE

Acides organiques ks3Ss 2 X5 + kyCHy

1. R. Fekih-Salem, N. Abdellatif, T. Sari, J. Harmand — Mathematical analysis of a
three-stage anaerobic digestion model, ARIMA Journal, Vol 17 (2014).
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Modélisation de I'hydrolyse :

o Phénomeéne purement enzymatiques sans compartiment microbien
hydrolytique. La vitesse de réaction

To = khdeO .

o Le rble majeur des bactéries hydrolytiques : Substrat lentement
biodégradable X peut étre dégradé par la bactérie hydrolytique X;.
La vitesse de réaction

ro = po(Xo)X.



Modele a trois étapes

Xo = DXow —aDXo—ro,

51 = D(Sin — S1) + koro — k1pu1(51) X1,

X1 = (m(S1) —aD)Xy, (2)
Sy = D(S2in — S2) + kop1 (S1) X1 — kspa(S2)Xo,

gq.
|

(12(52) — aD)Xa,

D = Q‘}n et Qzﬂn;/Qout — aD’ a € [07 1].




70 = knyaXo

converge globalement D
Xo =

A I'équilibre de X, les quatre derniéres équations de (2) se réduisent au
modéle AM2

S1 = D(Si, = S1) — ki (S1) X1,

Xl = [u1(S1) — aD]X;. (3)
Sy = D(S2in — S2) + kap1 (S1) X1 — kap2(S2) X2,

Xo = (u2(52) — aD)Xo,

Stin = Stin + —— =

A chaque équilibre F' = (S7, X7, S5, X3) de (3) correspond un équilibre
E = (X}, ST, X{,55,X5) de (2).

La stabilité locale de E est déduite de celle des équilibres correspondants
F de (2).2

2. B. Benyahia, T.Sari, B.Cherki, J. Harmand, Bifurcation and stability
analysis of a two step model for monitoring anaerobic digestion processes, Journal of

Process Control, 22 (2012), 1008-1019.




Equilibres

H1 . p4(S1) >0, p1(0) =0 et p1(S1) = oD admet une unique solution
A = pyt(aD).

H2 : p2(.) est non monotone, p2(0) = 0 et ps(S2) = D admet deux
solutions A, i=1,2: Al <A3.

Les points d’équilibre de (2)

Q Ey = (X§, S5m0, S2in,0) qui existe toujours.

Q Ej = (X{,S5in, 0,5, X3) qui existe ssi Sojn > b ;
X% = ﬁ(SQm >‘Z2)

Q Ef= (XO,/\l,X1 ,S3...,0) qui existe ssi ST, > A1 ;
X7 = 22 (Stm — M) et 83 = Soim + (St — M)

Q Ei= (XO,)\l,Xl, 5, X3") qui existe ssi S}

: : | ¥ > A1 et S3 > AL
X3t = Sk —Ab).
kaa 2in 2

.

La condition d'existence de X7 dans AM2 est \; < Si;,. La condition
d'existence de X7 dans le modele d'hydrolyse devient \; < S5

lin-*



Modele avec compartiment microbien hydrolytique

Sl = D(S1in — S1) + kopo(Xo) X1 — kipea (S1) X1, (4)

{ Xo = D(Xoin — aXo) — po(X0) X1,
Xl = [,ul(Sl) - OéD]Xl.

H3 © ph(Xo) > 0 et 1f(Xo) < 0.
o Xy =0 : I'équilibre de lessivage Fy = (XOi",Slm,O).

[e3

o Xg #0, alors
D(XOML — CYX())
X = X = —
1= (o) to(Xo)
et 1
X1 =0(Xo) = —[(S1in — A1) + ko(Xoin — aXo)].

kla



o La fonction £(-) s'annule en % est décroissante et convexe.

e ¢'(Xp) = —Z—Cl’ admet une unique solution X, € ]O, %[ ssi

Xoin ko
/ —_— ———
I3 ( o )> Ty

o Soit X; = &(Xp) et Siin la valeur de Sy, telle que X; = §(X).



o Si Siin < Siin, alors il n'existe aucun équilibre strictement positif.

° S_i S1iin = Siin, alors il existe un unique équilibre strictement positif
E;.

0 Si Siin < Siin < A1, alors il existe deux équilibres strictement
positifs EY et ET*.

o Si Ay < Sy, alors il existe un unique équilibre strictement positif
E;.




Proposition

o Si Siin < A1, alors il n'existe aucun équilibre strictement positif.

© Si Siin > A1, alors il existe un unique équilibre strictement positif
E.




Stabilité locale

Proposition

o Fy est LES ssi pu1(S1in) < aD.
o Si EY existe, alors il est LES.

o Si ET* existe, alors il est instable.

Espéce XL

0.0
08 10 a5 44 2.0
Substrat X0 30 3s 05 10 Substrat S1

Figure 2 — Bistabilité de Fo et Ef.



Cas non monotone

H3 : py est positive non monotone, 11(0) = 0 et p1(S1) = aD admet
deux solutions A1 et Ay avec A1 < Ag.

o L'équilibre du lessivage existe toujours.
o |l existe 0, 1,...,4 équilibres positifs

o Méme comportement de stabilité que le cas monotone, sauf pour les
équilibres qui correspondent a A,

@ Un équilibre instable et un équilibre qui peut étre stable.

3. R. Fekih Salem, These de doctorat : Modéles mathématiques pour la compétition
et la coexistence des espéces microbiennes dans un Chémostat, ENIT & Université de
Montpellier, 2013



Taux de croissance densité-dépendant
po(+) = po(Xo, X1)

H4  p0(0, X1) = 0 et po(Xo, X1) > 0
H5 g% (X0, X1) > 0 et 552 (Xo, X1) <0 J

@ L'équilibre du lessivage existe toujours et peut &tre GAS.
o Multiplicité des équilibres positifs.

@ Dans le cas d’'un nombre pair, existence d'un équilibre instable et un
équilibre qui peut étre stable.

4. R. Fekih Salem, Thése de doctorat : Modeéles mathématiques pour la compétition
et la coexistence des espéces microbiennes dans un Chémostat, ENIT & Université de
Montpellier, 2013



MODELE DE DA A 4 ETAPES

@ Modele de DA a 4 étapes avec hydrolyse enzymatique

@ Modele de DA a 4 étapes avec hydrolyse microbienne

o Modeéle sans inhibition

o Modeéle avec inhibition

5

5. Y. Daoud, N. Abdellatif, J. Harmand,

Modeeles mathématiques de digestion anaérobie : effet

de I'hydrolyse sur la production du biogaz. ARIMA, 2019, Volume 28, Mathematics for Biology

and the Environment.



MODELE DE DA A 4 ETAPES

(98 = D(Sin — 8) — 295(5)Xs
s = (gs(S) — D)X
(il‘t/ = —DV +75,95(5) Xs — =gv(V, H)Xv
Xy = (gv(V,H) — D)Xy
‘i{f = —DA + ¥5a95(5) X5 + Yoagv (V, H) Xv — Lga(A)Xa
A = (9a(A) — D)X 4
dd? = —DH + 75195(5) X5 + yorgv (V, H) Xv — gu(H, A) Xn
dXH = (gu(H,A) = D) Xp.

y

M. WEEDERMANN, G. SEO AND G.S.K.WoLKowICZ, (2013), Mathematical model of anaerobic
digestion in a chemostat : effects of syntrophy and inhibition; Journal of Biological Dynamics,
7(1), pp 59-85.



Xoin est la concentration du substrat lentement dégradable ou
matiére organique a I'entrée du chémostat,

S;n est la concentration du substrat soluble a I'entrée du chémostat,
D est le taux de dilution,

9s(.), ga() . gv(.,.) et gu(.,.) sont les fonctions de croissance
microbienne.

Cs, Cy, Ca, Cp, SONt les coefficients de rendement des bactéries,

Ysvs Vsar Yshr Yoar Yoh SONt des rapports entre le rendement du
produit et le rendement de la biomasse,



@ Xg;p est la concentration du substrat lentement dégradable ou
matiére organique a I'entrée du chémostat,

@ S;, est la concentration du substrat soluble a I'entrée du chémostat,
o D est le taux de dilution,

0 gs(.), ga(.) , gv(.,.) et gu(.,.) sont les fonctions de croissance
microbienne.

@ Cg, Cy, Cq, Cp, SONt les coefficients de rendement des bactéries,

® Ysur Vsar Vshr Yva, Yok SONt des rapports entre le rendement du
produit et le rendement de la biomasse,
avec 1
1+’st +73a+78h g ?7

S

1 1 1
1+7va+’}/vh<*7 1<* etlg—.
Cy Cq Ch



MODELE DE DA A 4 ETAPES AVEC HYDROLYSE

420 = D(Xoin — Xo) — 70
23 = D(Sin — 5) - éQS(S)XS‘HfOTo

s = (gs(S) — D)Xs

dV = —DV +75095(5)Xs — v (V. H) Xy

dXV = (gv(V,H) — D)Xy

48 = —DA + 75a95(5) X5 + Yoagv (V, H) Xv — £94(4)Xa
LA = (9a(A) — D)X 4

ddif = —DH + 75195(5) Xs + yorgv (V, H) Xv — -gu(H, A) Xn
4 = (gu(H, A) — D)Xp.




MODELE AVEC HYDROLYSE ENZYMATIQUE SANS INHIBITION :

70 = khydXo
gv(V) =gv(V,0) et gu(H) = gu(H,0)

(H1) gs(0) =0 et gg(.) > 0 pour S > 0.

(H2) gv(0) =0 et gi,(.) > 0 pour V' > 0.
(H3) g4(0) =0 et g/y(.) > 0 pour A > 0.
(H4) gu(0) =0 et g% (.) > 0 pour H >0

Pour I = 5,V, A et H, on note \; la solution de I'équation g;(\;) = D, si
elle existe et \; = 400, sinon.



Proposition

Pour des valeurs initiales positives, les solutions du systéme (5) restent
positives et bornées, pour toutt > 0.

1 1 1
Z:kOXO+S+C_XS+V+C_XV_7$UXS+A+ C_XA_’Y'uaXV

1
_’YSaXS + H + aXH - ’VthV - VshXS-
vérifie

iz

o D(S — Z),avecS;, = (koXoin + Sin)

et
Z(t) < max(Z(0), koXoin + Sin), pour tout t > 0.



LES POINTS D’EQUILIBRE DU MODELE SANS INHIBITION

La premiere équation

dX

dt” = DXoin — (D + knya) Xo

peut étre découplée du reste du systeme.

e « D
A I'équilibre, Xy converge globalement vers X = mXo,,;”.

Les équations en S, Xg sont indépendantes des variables V', A et H.

45 = D(Sin — 5) — £95(5) Xs+koknya X§ 5
2 = (95(5) — D) Xs ®

0 Si 57, = Sy, 4 "Mt x5 < Ng alors (S7,,0) est le seul équilibre de

(5). Il est globalement asymptotiquement stable.

o Si S > Ag alors I'équilibre (Ag, X) existe. Il est globalement
asymptotiquement stable et I'équilibre (S, 0) est instable.

wmn?



LES POINTS D’EQUILIBRE DU MODELE SANS INHIBITION

Sous les hypotheses (H1)-(H4), on a

[Baquiibre [ Xg [ 8 [ Xg | Vv | Xy [ A [ X, [ ©H | Xz ]
E; Xq Sy 0 0 0 0 0 0 0
Ego X3 Ag B v (0) 0 A(0) 0 =) 0
By xg | xg | x5 [ vO 0 A0 0 Iy cp, ()
)
Ea X5 | 25 | X5 | vO ) A ca(A(())) =) 0
Ban || Xg | *s | X5 | v 0 Aa | ca® T xg [ cp@8®
—2a) —g)
By b s | X% Ay cU(V([;) a 0 " 0
Evh 5 A | X% Ay ey (VO a 0 g cp (H
) =)
By A 355 Ag 3 Ay cv(v(‘;) XA ca(Z) H 0
Ay —2A
E. 55 Ag X% Ay cp (V(0) Aa cq(A AN cn (H
—Ay) —2a) —2H)
y




LES CONDITIONS D’EXISTENCE ET DE STABILITE

Sous les hypotheses (H1) - (H4), on a

[ L'équilibre [ Conditions d’existence [ Conditions de S. Globale |

E; toujours S, < s

Eo S > As A® < x,, HO < Ay
et VO < Ay

Ey HO© > A\ A© < Aa et v (© < Ay

Ea A > x4 H® < xg et VO <y

Ean A S Ay et HO > Ay VO <Ay

Ev VO >y A<daetH<Am

Evyg V(O)>AV etﬁ>)\y Z<>\A

Eva V(0)>)\V etZ>>\A F<)\H

E. VO S Xy, A>Aa et H> Ay des qu'il existe )




EXISTENCE ET STABILITE DES EQUILIBRES SELON (D, Sl‘“), X0in FIX

Le plan (D, S;y) est divisé en cinq régions :

[ Condition [ Region [l By [ Bq [ By [ Egq [ Egg [ By [ Byg | Byy [ Ps
Sin < F(D) Ry S
Sin > F(D)
et Sip < K (D)
+F(D) Ry I s
Sin > Kg(D)
{F (D)
et Siy < K4 (D)
+F(D) Ry I | s
Sin > KA (D)
+F(D)
et Sjp < Ky (D)
+F(D) Ry I | I | s
Sin > Ky (D)
+F(D) Ry I | I | I | | | s




DIAGRAMME OPERATOIRE DANS LE PLAN (D NS m), X0in FIXE

Xin=10
T

sin R

R




DIAGRAMME OPERATOIRE DANS LE PLAN (D . )(Q,j,l), S FIX

Sin=10




MODELE AVEC HYDROLYSE ENZYMATIQUE ET AVEC INHIBITION

(H1) gs(0) =0 et g5(.) > 0 pour S > 0.
(H5) VYV > 0etH > 0,9v(0,H) = 0, gv(V,0) > 0,

dgv : _
i (V,H) > 0, 8H<VH)<0'H11H41roogV(V’H)_O'
(H6) VA >0,94(0)=0, lim ga(A)=0,3 Amac >0/
A—s+oo
dga

dga
H(A) >0,0< A< Apas et ﬂ(A) <0, A> Anmaz.

(H7) YH >0et A>0, gu(0,A) =0, gu(H,0) >0,
8gH

BgH . -
aH(HA) 0, 9A (H,A) <0, _lﬂoogH(H,A)fo.

Av (H) et Ag(A) sont solutions de gv (Av (H), H) = D et gu(Au(A), A) = D.

%, i = 1,2 sont solutions de I'équation ga(A) = D, avec A}y < )\3.

v



MODELE A L’EQUILIBRE DE X et de (S, X5s)

eSi Xg=0alorsV=A=H=0et Xy =Xa=Xyg=0.

e Si Xg>0alors Xo= X3, S=5":=Xs et Xsg =X :=cs(S], — As).

L& =DV -V)- Lgv(V,H)Xv

LY = (gv(V,H) — D)Xy

thA _ (A<0) — A) + Yoagv (V, H) Xv — égA(A)XA
A = (9a(A) - D)X 4

X — (gy(H, A) — D)X

22 — D(H©® — H) + vongv (V, H) Xv — igH(}L A)X

avec VO =7, X5, A© =~ X5 et HO = ~,, X5,




LES EQUILIBRES DU MODELE (6)

Le modele avec inhibition posséde douze points d'équilibres :

®© 6 6 6 o6 o o o

Un équilibre F; de lessivage de tous les espéces.
Deux équilibres F11 et F15 de coexistence.

Deux équilibres Eg et E1 de lessivage de Xp.

Deux équilibres E5 et Eg de lessivage de Xy .

Deux équilibres E3 et F, de lessivage de Xy et Xy .
Un équilibre E5 de lessivage de X4 et Xy .

Un équilibre E; de lessivage de X 4 et Xp.

Un équilibre Eg de lessivage de X 4.



CONDITIONS DE STABILITE LOCALE DES EQUILIBRES DU MODELE (6)

| L'équilibre | Conditions de stabilité locale \
E, VO <\ (AD < 2\ ou AV > )22 et HO <)Y,
E, VO <Ay (A9, (A® < AL ou A® > )\2)
Es VO <X\ et HO <\l
E, toujours instable
Es VO <)\
FEg toujours instable
E; (A< Xy ou A>)\2) et H < \g(A)
Fg A< Ay ou A> N}
Ey H < )\h
FEyg toujours instable
Fi des qu'il existe
FEio toujours instable




DIAGRAMME OPERATOIRE DU MODELE AVEC INHIBITION

msS maA
S) = ,ga(A) = — 2
9s(8) = 15 94(4) bt A+
myV mpH
V,H = ——""  gy(H A)=—"""
oV H) = oy e A = T
En1 E1t E8 En E2 E2E5  E2 E1 Ef1 Eg En E2

E2

Figure 3 — Diagramme opératoire pour Xo;n, = 1 a gauche et Xo;, = 10 a
droite, avec g = up = kr =1



MODELE AVEC HYDROLYSE MICROBIENNE AVEC 7 = g()()&r(ﬂxyg.

gv (V) = gv(V,0), gu(H) = g (H,0)

SOUS MODELE DU MODELE AVEC HYDROLYSE MICROBIENNE

4% = D(Xoin — Xo) — g0(Xo0)Xs

dt
4 = D(Sin — 8) — 2-95(5) X5 + kogo(Xo) X s @
4L = (9s(S) — D)Xs /

On suppose que :

(HS) V0 < Xo < Xoin, go(O) =0, gé(Xo) >0 et gél(Xo) <0 J




ANALYSE DU SOUS MODELE, LE CAS g()(X(),j,,) < =

Cg ]\'0

Sous les hypotheses (H1) et (H8), on a

\ L’équilibre | Conditions d'existence | Conditions de S. Locale |
Fy = (Xoin, Sin, 0) existe toujours Sin < As
F = (X, s, X5) Sin > As des qu'il existe
D(Xoin — X
C(xo) = PWXoin = X0) oy X € 10, Xonl,

g0(Xo)
0(Xo) = ¢s[(Sin — As) + ko(Xoin — Xo0)]-

X et X" sont les solutions de ¢(Xo) = §(Xo), si elles existent.

Xg=6(Xg) et X5" =8(X5™).



ANALYSE DU SOUS MODELE, LE CAS g()(Xolu,,) >

Cs ]"‘0

Sous les hypotheses (H1) et (H8), on a

| Conditions d'existence | Conditions de S. Locale |
Sin < )\S
C/(Xg) < —csko

\ L’équilibre
Fo = (Xoin, Sin, 0)
Y = (X5, s, X5)
Fi™ = (X5, s, X57)

existe toujours
Sin > max(0, Sin)
max(0, Sin) < Sin

et Sin < As instable
L'équation ¢’(Xo) = —csko admet une unique solution notée X.
Xs = ((Xo)

et

Sin

E]

X _
= ( CS + koXo + As) — koXoin-



LEs EQUILIBRES DU MODELE AVEC HYDROLYSE MICROBIENNE

Le modéle avec hydrolyse microbienne possede dix-sept équilibres :

(*]

(4]

e 6 6 6 o o o

Un équilibre F} de lessivage de toutes les especes et de V', A et H.

Deux équilibres Fjj et F;* de lessivage de toutes les especes
microbiennes.

Deux équilibres de coexistence F'™* et F™**.

Deux équilibres Iy, 4 et Fy*, de lessivage de Xp.

Deux équilibres Fy ,; et Fyy; de lessivage de X 4.

Deux équilibres F'} ;; et Fi}; de lessivage de Xy, .

Deux équilibres FY; et Fy* de lessivage de X 4 et de Xg.
Deux équilibres F; et F}* de lessivage de X 4 et de Xy .
Deux équilibres F'} et F}* de lessivage de Xy et de Xp.



LES CONDITIONS DE STABILITE DES EQUILIBRES, LE CAS 90()(01‘“)

Sous les hypotheses (H1) - (H4) et (H8), on a

| L'équilibre || Conditions de stabilité locale
F, Sin < As
Fe A X, HY < xg et VO < )y,
Fy AD < x4 et VO < £y
F; HO < xg et VO < )y
Fig vO <y
Fy A<daet H< Ay
o A<
Fya H <y
F* dés qu'il existe




LES CONDITIONS DE STABILITE DES EQUILIBRES, LE CAS go()(og‘,l) >

Sous les hypotheses (H1) - (H4) et (H8), on a

\ L’équilibre | Conditions de stabilité locale
F Sin < As
Fg VO < xv, AD < Xy et HO < Mgy
F}; A <X et VO < 2y
F} HO < g et VO < )y
Fiio VO <Ay
Fy A<daet H< g
Foy A< A
F{ra H < AH
ok

F**, F[)f]*, F:;*’

%
AH:»

des qu'il existe

F**, F**

v, Vs et F7°

Instables




, 7 ,
DIAGRAMME OPERATOIRE, DANS LE PLAN (D,, S‘Z“,l). Xoin FIXE

Le plan (D, S;y) est divisé en onze régions :

[ Région [ 7y | Fy | Fiy [ FA [ Fhy [ 1V [ Fyw [ Fa [ P ]
R | S
R, |1
Ry | |
R |1
R ||
Re | 1
|
|
|
|
|

— ==l

R
Rg
Ry
R
Ry

nun——unoumn

S
I
I
I
I
I
I
I
I
I




DIAGRAMME

03 02 03
R1 Sy

Figure 4 — Diagramme opératoire pour X, = 1 et D > Fp;.

D
Cskg

90(Xoin) < & D > Iy



Taux de biogaz produit




LE TAUX DE METHANE PRODUIT POUR LE MODELE AVEC HYDROLYSE

ENZYMATIQUE SANS INHIBITION

Qcu, = a194(4|,_,. )XA|XA:X2 +aoga(H|,_,. )XH\XH:X;I J

—Ch
cp

- 1
avec a1 = % et ap =
a

Equilibre H QcH, ‘
E;, Eo et By 0

En ascn, D(H® — \p)

Ea a1ca D(A©® — X y)

Ean a16aD(A® — Xa) + aoc, D(H® — Ap)
EVH azChD(F— )\H)

Eva a1 D(A —Xa)

FE. alcaD(Z—AA)-I—azchD(F—)\H)

4

On rappelle A = A© 4 4,,c, (VO = \y) et H = HO + ~,5c, (VO = \p).



LE TAUX DE METHANE PRODUIT POUR LE MODELE AVEC HYDROLYSE

ENZYMATIQUE SANS INHIBITION

QSivo> Av, A > A4 et H > Ay alors le taux de méthane est
maximal a I'équilibre F,.

Q SiVO <Ay, AO > Ny et HO > Ay alors le taux de méthane est
maximal a I'équilibre F4p.

- s
== )
A=) -~ C+
- —«J" AL— i

Figure 5 — Le flux de méthane dans le cas (1) a gauche et dans le cas (2) a
droite



LE TAUX DE METHANE PRODUIT POUR LE MODELE AVEC HYDROLYSE

ENZYMATIQUE SANS INHIBITION

<—— X0in= 10, Sin=10-X0in B
CH

o5

Figure 6 — La variation des taux de méthane pour S;, + Xoin = 10.



LE TAUX D’HYDROGENE PRODUIT POUR LE MODELE AVEC HYDROLYSE

ENZYMATIQUE SANS INHIBITION

Qu2 = @395(5)4_q- )Xs\XS:X5 + asgv(Viy_ys )XV|XV:x‘*/ J
avec ag = 1;:5 et ay = 1;0“.
Equilibre H Do ‘
E; 0
FEo, Ex, Ex et Eag asDXG
Ev, Evyg, Bvaet E. || asDX3 +O¢4DCU(V(O) —Av)




LE TAUX D’HYDROGENE PRODUIT POUR LE MODELE SANS INHIBITION

Si V@ > Xy alors le taux d’hydrogéne produit est maximal 3 'un des
équilibres Ev, Evu, Fva ou Ey :

\ Condition | Equilibre |
A < g et H < A\g Ev
A< s et H> Mg Fvyg
A>Xaet H< Ay Eva
A>Xaet H> Ay E.

Figure 7 — Le flux d’hydrogéne dans le cas V(O > Ay et H < Ay



LE TAUX D’HYDROGENE PRODUIT POUR LE MODELE SANS INHIBITION

Si V@ < Ay alors le taux d’hydrogéne produit est maximal 3 I'un des
équilibres Eo, Ex, Ea ou Eam :

Condition | Equilibre
A® < x4, HO < 2y
et S}, > As Ey
A® <Xy et HO > 2y En
A > Ay et HO < Ay Ea
A® S A et HO > gy Ean
.

q
4

Figure 8 — Le flux d’hydrogéne dans le cas V(@ < Ay et H® < Ay
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Figure 9 — La variation du taux d’hydrogene pour Si, + Xoin =

10



LE TAUX DE METHANE PRODUIT POUR LE MODELE AVEC HYDROLYSE
D

MICROBIENNE DANS LE CAS QO(XO«z'n) = i

Qcu, = a194(4,_,. )XA|XA=XZ + a2gm (H|,,_ - )XH\XH=X;{ J

Dans le cas V(9 < Ay

\ Condition i Equilibre |
H® > g et AQ > 24 || Fiy (Rs ou Re)
HO S g et AO <2y Fj; (R3)
H® < xget AQ > 2, F ((Rio)
Dans le cas V(O > Ay
‘ Condition H Equilibre ‘
H>Ag et A> Ay F* (R¢ ou R7 )
VO > Ay, H<Ag et A> X4 Fy 4 (Ri1)
VO SN, H>XgetA<Aa || Fiyy (Ra, Rs, Rs ou Ry )




LE TAUX DE METHANE PRODUIT POUR LE MODELE AVEC HYDROLYSE

MICROBIENNE

3.5 —3:365
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Figure 10 — La variation du taux de méthane pour Si» + Xoin = 10



LE TAUX D’HYDROGENE PRODUIT

Q2 = a395(S|s_se ) Xslxgoxy T a9V (Vv ) Xvix iy |

Dans le cas V(@ < )y :

Condition | Equilibre |
S > Ag F§ (R2)
HO > \y F}; (R3)
A® > Aa F} ( Rio)
HO® > Xget AQ > 2y || Fig ( Rs ou Re)

Dans le cas V(@ > Ay -

‘ Condition H Equilibre ‘
F>)\Hetz>)\,4 F*(RGOUR7)
Z>)\A F\’;A (R11 OUH<)\H)
F>)\H F‘*}H(R4, Rs, Rs ou Ry OUZ<)\A)
H < Mg et A< M4 || Fy (existe dans R4, Rs, Rs, R7, Rs, Ry ou Ri1 )




LE TAUX D’HYDROGENE PRODUIT POUR LE MODELE AVEC HYDROLYSE

MICROBIENNE
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Figure 11 — La variation du taux d’hydrogéne pour Si, + Xoin = 10.



LE TAUX DE METHANE PRODUIT POUR LE MODELE AVEC INHIBITION

QCH4 - algA(AIA:A* )XAlXA:XZ + QQQH(H\H:H* ’ AlA:A* )XH‘XH:X}‘{ J

Q Si A' > maz(\y, A®) et H' > maz (A}, H®), le taux maximal
du méthane produit est donné par I'équilibre E1;.

Q Si A > maz(\y, AY) et HO > max(A\}, H'), le taux maximal
du méthane produit est donné par I'équilibre E5 (X est lessivée).

Lib 5
=3 e
A LI | C =~ | T |

L™ L

Figure 12 — Le flux de méthane



DE METHANE PRODUIT POUR LE MODELE AVEC INHIBITION

CHy4
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Figure 13 — La variation du taux du méthane pour Si, + Xoin = 10,

uhzuazletkj:loo
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LE TAUX D’HYDROGENE PRODUIT POUR LE MODELE AVEC INHIBITION

QHQ = a395(5\5=5* )XS|XS=X§ + 0449V(‘/\V:V* ) H|H=H* )XV|XV=X‘*/ J

QSiVO <V, VO <V et VO < AL le taux maximal de Ho est
donné par I'un des équilibres FEy, E5, E3 ou Es.

QSiVO SV VO <V et VO < AL le taux maximal de Ho est
donné par E7 ou Ey.

QSiVO <V, VO > Vet VO < AL, le taux maximal de H est
donné par I'équilibre Eg.

1 =N
[a—— [—— (- DA s
= S S ey )

Figure 14 — Le flux d'hydrogene



Conclusion :

o Etude mathématique d'un modele du chémostat avec dégradation
enzymatique du substrat (matiére organique) qui peut étre sous
forme solide.

o L'étude du modele é trois étapes sans compartiment microbien
hydrolytique est déduite du modéle AM2.

o L'étude du modele a trois étapes avec compartiment microbien
hydrolytique est déduite du sous-modeéle.

o Le systeme peut présenter la bistabilité avec un taux de croissance
monotone et des concentrations du substrat a I'entrée du chémostat
inférieur au seuil de rentabilité.

o Dans le modeéle classique du chémostat : le lessivage est I'unique
point d’équilibre qui attire toutes les solutions.

o D'ou I'importance de I'hydrolyse dans I'apparition des équilibres
strictement positifs et la bistabilité.



CONCLUSION : MODELE A 4 ETAPES

@ Tenir compte des bactéries qui dégradent la matiére organique pour
produire du substrat simple influe sur la stabilité des équilibres.

@ Du modele avec hydrolyse enzymatique vers le modele avec compartiment
hydrolytique microbien, sans inhibition, I'équilibre de |'extinction des Xy
qui était stable devient instable et les équilibres correspondant a
|'extinction des X et des Xy, ou a I'extinction des X 4, ou a |'extinction
des X qui étaient instables deviennent stables.

@ La modélisation de I'hydrolyse influe sur le comportement du systeme
d'ou I'importance de la prise en compte de |'étape d'hydrolyse dans les
modeles de la D. A.



CONCLUSION :

@ L'ajout de I'inhibition influe sur la stabilité des équilibres.

@ L'augmentation des concentrations a I’entrée pour un modele avec
hydrolyse enzymatique favorise I'augmentation du biogaz produit.

@ Le modeéle sans inhibition produit plus de biogaz que le modéle avec
inhibition.

@ Pour des concentrations a |'entrée fixées, il existe un taux de dilution qui
maximise le taux de méthane. Pour ce taux, la concentration des X 4

augmente et celle de A deviennent assez faibles, ce qui affaiblit I'inhibition
des X qui sont les producteurs de C'Hy.

@ Pour le Hs produit, il existe un taux de dilution qui maximise le taux de
H>, pour des concentrations des X trés faibles.

@ Du point de vue opératoire, on peut agir sur le taux de dilution pour
éviter les régions de bistabilité.



Biogas optimisation




Biogas optimisation

o A model describing a process operating in two bioreactors in series
to maximize the rates of hydrogen and methane produced.®

Gazometre de H,

Déchets organiques .

Gazometre de CH,

F

Produit de digestion

6. N. Mejri, N. Abdellatif, Y. Daoud, Mathematical analysis of a two-stage Anaerobic Digestion
model with production of hydrogen and methane. CARI'2020, hal-02931




Hydrogen production model in BR;

@ D is the dilution rate.

o Si" is the effluent substrate

dSo D.S BX150 + DY gin concentration in BR;.
d 120 10 Lo @ Sy is the substrate (cellulose)
concentration.
dS: p(S51)
o —D151 + X150 — Y X1 @ S is the substrate (cellobiose)
concentration, obtained by
dX: transformation of Sy after
dt (u(S1) = D)X hydrolysis.
Prq, Buty and Acy are the
dP S e, Buh '
d:1 = l;f )X D1Pry produced propionate, butyrate
Pra and acetate concentrations.
dBut: _ pu(S1) @ X, is the acedogenic
dt YBM51 v, X1~ DiButy concentration.
@ v is the specific growth rate of
d’gcl = ;;£51)X1 — D1 Acy. acedogenic bacteria.
t Acy

° 51 Ylv YPH ' YButl and YAq
are yield coefficients.

. E. Chorukova, |. Simeonov, Mathematical modeling of the anaerobic digestion in two stage
system with production of hydrogen and methane including three intermediate products ,
International journal of Hydrogen Energy, doi :10.1016/j.ijhyden~.2019.01.228, 2¢19.



Methane production model in BR,

P r
dPrs = Dy(Pry — Pra) — mx ;
i Yers
dfr = (upr(Pr2) — D2)Xpr
B wt (B
dButy _ Ds(Buty — Buts) — MXBM (2)
d)g'lt YButg
dfut = (uBut(But2) — D2) X But
dA (P ut(B (A
2 _ Dy(Act — Acg) + PErPT2) o pmu(Buts) oo pac(Aca) o
df)i't YPT2 YBut2 YAc2
A° — (ac(Acs) — D)X ac.




The methane production model in BR,

D5 is the dilution rate in BRs.

Pry and Pry are the propionate concentrations.
Buty and But, are the butyrate concentrations.
Aco and Acy are the acetate concentrations.

®© 6 6 o o

Xp, and Xp,; are the propionate and the butyrate degrading
bacteria concentration, resp.

(]

X 4. is the methanogenic bacteria concentration.

o 1up, and ppy: are the specific growth rates of propionate and
butyrate degrading bacteria, resp.

® /1. is the specific growth rate of methanogenic bacteria.
© Yp,, , Ypu, and Yy, are yield coefficients.



Two-phase AD model

o Qualitative study of the two-phase system behavior.

o Determination of the hydrogen (resp. methane) rates in the first
(resp. second) bioreactor, depending on the operating parameters.

o The rate of biogas is maximal in an equilibrium where all biomasses
are present.



In conclusion

@ These models take into account various situations that can be found
in natural environments as well as in bioreactors.

@ The mathematical analysis of these models plays an important role
in understanding and interpreting the phenomena and interactions
observed in the real AD systems and provides qualitative information
about the main variables.

@ Theory and experimentation must exchange and share their
respective knowledge, for a better performance of the AD systems.
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